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Geometrinė algebra (matematikų vadinama Cliffor-
do algebra) apibendrina gerai žinomą vektorinį skaičiavi-
mą, kuris plačiai naudojamas fizikoje. Jei vektorinis skai-
čiavimas tinka tik trimatėms erdvėms, tai įvedus multi-
vektorius su geometrine algebra skaičiavimus galima at-
likti bet kokios dimensijos ir signatūros erdvėse, tarp jų ir
reliatyvistiniame erdvėlaikyje.

Bendros formos multivektoriaus eksponentės radi-
mas geometrinėje algebroje tebėra neišspręsta ir labai ak-
tuali problema tiek matematikoje, tiek fizikoje [2, 3]. Tam
pakanka prisiminti diferencialines lygtys, kurių sprendi-
niai yra eksponentės nuo multivektoriaus. Pranešime pa-
teikiamos ir įrodomos bendriausių multivektorių ekspo-
nenčių išraiškos algebroms Cl0,3,Cl3,0 bei Cl1,2 ir Cl2,1,
kurias kiek anksčiau esame užrašę koordinatiniu pavida-
lu [1]. Algebra Cl1,2 yra izomorfiška Cl3,0, todėl bekoor-
dinatiniu pavidalu užrašytos formulės joms yra vienodos
(tačiau koordinatiniai pavidalai skiriasi ženklais). Prane-
šime yra pateikiamos visų išvardytų algebrų eksponenčių
bekoordinatinės išraiškos.

Bekoordinatiniu pavidalu bendriausią multivektorių
n = 3 algebrose galima užrašyti kaip skaliaro a0, vekto-
riaus a, bivektoriaus A ir pseudoskaliaro a123I sumą

A = a0 + a +A + a123I .

Bivektorių A = a1∧a2 galima įsivaizduoti kaip orien-
tuotos plokštumos, statmenos vektorių a1 ir a2 vektori-
nei sandaugai, plotelį. Pseudoskaliaras I yra suprantamas
kaip 3D erdvės vienetinis orientuotas tūrio elementas. Pa-
prasčiausia eksponentės formulė gaunama Cl0,3 algebrai.
Ji tokia paprasta, kad tinka užrašyti ir tezių tekste:
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Čia a− ir a+ yra skaliarai, o ai ir ai j – vektorių ir bivekto-
rių projekcijos,
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Ženklai · bei ∧ šioje formulėje žymi atitinkamai vidinę
(skaliarinę, simetrinę) ir išorinę (vektorinę, antisimetri-
nę) sandaugas. Tuo tarpu paprastą daugybą reikia suprasti

kaip geometrinę sandaugą, kuri savyje apjungia dvi prieš
tai paminėtas sandaugas.

Panašios elegantiškos formulės gaunamos ir Cl3,0
bei Cl2,1 algebroms.

Pavyzdys. Užrašykime eksponentę multivektoriui
A = −8 − 6e2 − 9e3 + 5e12 − 5e13 + 6e23 − 4e123, kur
{ei, ei j, I = e123} žymi, atitinkamai, bazinius vektorius,
bivektorius ir bazinį trivektorių. Gauname a− =

√
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Norėdami gauti šį atsakymą skaitiškai šešių ženklų tiks-
lumu (t.y. apytiksliai) pasinaudodami eksponentės eilutės
kurios elementai yra multivektoriai, skleidiniu turėtume
sumuoti 70 tos eilutės narių. Maža to iš pradžių maty-
tume, kad sumuojant vis daugiau narių rezultatas nepa-
prastai sparčiai didėja, ir tik sumuojant toliau ima artėti
prie tikrosios vertės. Priminsime, kad eksponentės eilu-
tės konvergencijos radiusas yra begalinis, todėl rezultatas,
griežtai kalbant, negali diverguoti.

Pranešime pateikiamas formules lengva suprogra-
muoti, ką mes ir realizavome geometrinės algebros skai-
čiavimams skirtame programoje [4]. Žinant eksponenčių
išraiškas jau nesunku užrašyti ir tikslias hiperbolinių ir
trigonometrinių (pastarąsias galima užrašyti tik Cl3,0 ir
Cl1,2 algebrose) funkcijų formules.
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