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Coordinate-free exponentials of general multivector in (1, , algebras for p + g = 3
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Geometriné algebra (matematiky vadinama Cliffor-
do algebra) apibendrina gerai Zinomg vektorinj skaiciavi-
ma, kuris placiai naudojamas fizikoje. Jei vektorinis skai-
¢iavimas tinka tik trimatéms erdvéms, tai jvedus multi-
vektorius su geometrine algebra skaiciavimus galima at-
likti bet kokios dimensijos ir signatiiros erdvése, tarp jy ir
reliatyvistiniame erdvélaikyje.

Bendros formos multivektoriaus eksponentés radi-
mas geometringje algebroje tebéra nei§spresta ir labai ak-
tuali problema tiek matematikoje, tiek fizikoje [2, 3]. Tam
pakanka prisiminti diferencialines lygtys, kuriy sprendi-
niai yra eksponentés nuo multivektoriaus. PraneSime pa-
teikiamos ir jrodomos bendriausiy multivektoriy ekspo-
nenciy iSraiskos algebroms Clg 3, Cl3 ¢ bei Cly o ir Cly 1,
kurias kiek anksciau esame uZraS¢ koordinatiniu pavida-
lu [1]. Algebra Cl; o yraizomorfiska Cls o, todél bekoor-
dinatiniu pavidalu uZraSytos formulés joms yra vienodos
(taciau koordinatiniai pavidalai skiriasi Zenklais). Prane-
Sime yra pateikiamos visy i§vardyty algebry eksponenciy
bekoordinatinés iSraiSkos.

Bekoordinatiniu pavidalu bendriausig multivektoriy
n = 3 algebrose galima uZrasyti kaip skaliaro ag, vekto-
riaus a, bivektoriaus A ir pseudoskaliaro a;23/ sumg

A=ag+a+A+asl.

Bivektoriy A = a; Aay galima jsivaizduoti kaip orien-
tuotos plokStumos, statmenos vektoriy a; ir ay vektori-
nei sandaugai, plotelj. Pseudoskaliaras / yra suprantamas
kaip 3D erdvés vienetinis orientuotas tiirio elementas. Pa-
prasciausia eksponentés formulé gaunama Cl 3 algebrai.
Ji tokia paprasta, kad tinka uZraSyti ir teziy tekste:

1 i
exp(A) =§e“0 (6“123(1 +I)(cosay + S d+ (a+ A))
ay
+e 23(1 - I)(cosa- + Sl d- (a+ .?{)))
a-

Ciaa_ira, yra skaliarai, o a; ir a;; — vektoriy ir bivekto-
riy projekcijos,

a_ =y-(a-a+ A-A) + 2[arA

=+(az + a12)? + (az — a13)? + (ay + az3)?,

a, =\-(a-a+ A-A) - 2[arA

=+/(az — a12)? + (ag + a13)? + (a1 — az3)?,

Zenklai - bei A Sioje formuléje Zymi atitinkamai viding
(skaliarine, simetring) ir iSorine (vektoring, antisimetri-
n¢) sandaugas. Tuo tarpu paprastg daugyba reikia suprasti

kaip geometring sandauga, kuri savyje apjungia dvi prie§
tai paminétas sandaugas.

Panasios elegantiskos formulés gaunamos ir Cl3
bei Clz ; algebroms.

Pavyzdys. UZraSykime eksponente multivektoriui

A=-8- 662 - 983 + 5812 - 5613 + 6623 - 46123, kur
{ei,e;j, I = e123} Zymi, atitinkamai, bazinius vektorius,
bivektorius ir bazinj trivektoriy. Gauname a- = V53,

a; = V353 . Visas atsakymas yra

exp(A) = %(64(1 —e123)

X (cos\/ﬁ + %?(—662 - 963 + 5612 - 5613 + 6923))

+ 6_4(1 + 9123)
X (COSM + %‘5’3@(—662 - 963 + 5912 - 5613 + 6623)))

Norédami gauti §j atsakyma skaitiSkai SeSiy Zenkly tiks-
lumu (t.y. apytiksliai) pasinaudodami eksponentés eilutés
kurios elementai yra multivektoriai, skleidiniu turétume
sumuoti 70 tos eilutés nariy. MaZa to iS pradZiy maty-
tume, kad sumuojant vis daugiau nariy rezultatas nepa-
prastai sparCiai didéja, ir tik sumuojant toliau ima artéti
prie tikrosios vertés. Priminsime, kad eksponentés eilu-
tés konvergencijos radiusas yra begalinis, todél rezultatas,
grieztai kalbant, negali diverguoti.

PraneSime pateikiamas formules lengva suprogra-
muoti, kg mes ir realizavome geometrinés algebros skai-
iavimams skirtame programoje [4]. Zinant eksponenciy
iSraiSkas jau nesunku uZraSyti ir tikslias hiperboliniy ir
trigonometriniy (pastargsias galima uZrasyti tik Cls g ir
Cl, 5 algebrose) funkcijy formules.
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